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Soit K/L une inclusion irre ductible d’indice fini de facteurs de type II1 , on sup-
pose que L est engendre par les sous-facteurs interme diaires M et N respectivement
isomorphes aux produits croise s de K par les alge bres de Kac A et B. On donne
des conditions pour qu’il existe une inversion T sur A et B telle que L soit
isomorphe au produit croise de K par le T-produit tensoriel de A et B. L’inversion
T permet de de finir une action a gauche #b de B sur A et une action a droite #a
de A sur B, M et N sont alors respectivement isomorphes au produit croise de KB
par A <#b B et de K
A par B <#a A. Re ciproquement, si le T-produit tensoriel de deux
alge bres de Kac A et B de dimension finie agit sur un facteur K de type II1 par une
action exte rieure $, l’inclusion $(K)/K <$ (A T B) remplit ces conditions et on
obtient un carre bicommutatif de facteurs.
Let K/L be a irreducible inclusion of type II1 factors with finite indice. We
assume that L is generated by the intermediate subfactors M and N which are
respectively isomorphic to the crossed product of K by the Kac algebras A and B.
We give conditions so that there is an inversion T on A and B such that L is
isomorphic to the crossed product of K by the T-tensor product of A and B. The
inversion T defines a left action #b of B on A and a right action #a of A on B; then
M and N are respectively isomorphic to the crossed product of K B by A <#b B and
of K A by B <#a A. Conversely, if the T-tensor product of two Kac algebras A and
B of finite dimension acts on a II1 -factor K by an outer action $, the inclusion
$(K)/K <$ (AT B) fulfills these conditions and we get a bicommutative square
of factors.  1998 Academic Press
1. INTRODUCTION
1.1. Dans [B.S], S. Baaj et G. Skandalis de finissent les notions d’inver-
sion T et de couple assorti de syste mes de Kac et construisent a partir d’un
tel couple les syste mes de Kac T-produit tensoriel et biproduit croise . Nous
montrons que ces syste mes apparaissent associe s a des inclusions irre duc-
tibles de facteurs de type II1 dans la situation suivante:
Soit K/L une inclusion irre ductible d’indice fini de facteurs de type II1
munis de la trace normale, finie, fide le et normalise e tr. On suppose que L
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est l’alge bre de von Neumann engendre e par les facteurs interme diaires M
et N respectivement isomorphes au produit croise de K par les alge bres de
Kac A et B; alors l’alge bre K contient des sous-alge bres isomorphes a A
et B et on suppose que les supports des co-unite s de ces alge bres com-
mutent ; comme l’indice de K dans L est fini, les alge bres A et B sont de
dimension finie, on suppose de plus que le produit de ces dimensions vaut
l’indice de K dans L.
Sous ces hypothe ses, (L, M, N, K) est un carre bicommutatif et il existe
une inversion T sur A et B qui de finit une action a gauche #b de B sur
l’alge bre sous-jacente a A et une action a droite #a de A sur l’alge bre sous-
jacente a B:
#b(x)=T(x1b) (x # A) et #a( y)=T(1a y) ( y # B).
Le T-produit tensoriel A T B de A et B agit alors exte rieurement sur
K et L est isomorphe au produit croise de K par cette action. M (resp. N)
est isomorphe au produit croise de K B (resp. KA) par une action exte rieure
du produit croise de A <#b B (resp. B <#a A).
Aux isomorphismes pre s, on peut re sumer ce re sultat par la figure
suivante:
KA & KB / K B
& &
KA / K /K < A=KB < (A <#b B)
& &
KA < (B <#a A)=K < B/ L =K < (A T B)
1.2. Dans [Sano], T. Sano montre que si (L, M, N, K) est un carre
bicommutatif dont deux inclusions late rales bien choisies sont de pro-
fondeur 2, l’inclusion diagonale K/L est aussi de profondeur 2 (voir
[3.3.1]). Une question naturelle e tait comment obtenir l’alge bre de Kac
associe e a l’inclusion diagonale a partir de celles associe es aux inclusions
late rales; dans cet article, nous donnons une construction de cette alge bre
dans tous les cas. (voir la Remarque 3.1.4 et les The ore mes 7.5, 7.6 et 8.5.2).
1.3. Cet article est organise ainsi:
Dans la deuxie me partie, nous de finissons les syste mes de Kac et les
alge bres de Kac associe s a une inclusion irre ductible de profondeur 2,
c’est-a -dire construite a partir de l’action d’une alge bre de Kac. Dans la
troisie me partie, nous construisons a partir d’une inclusion K/L donne e
comme en 1.1 un carrelage commutatif. Dans la partie 4, nous obtenons a
partir d’un couple assorti de syste mes de Kac un carre bicommutatif de
facteurs. Dans la partie 5, nous e tudions les alge bres de Kac associe es a
2 MARIE-CLAUDE DAVID
l’inclusion K/L. Dans la partie 6, nous de finissons l’inversion T de A et
B. Dans la partie 7, nous obtenons un couple assorti de syste mes de Kac
et nous montrons que L est isomorphe au produit croise de K par le
T-produit tensoriel de A et B. Dans la partie 8, c’est le biproduit croise que
nous explicitons a partir des inclusions diagonales late rales. La partie 9
permet de faire le lien entre les diffe rents points de vue et constructions lie s
aux alge bres de Kac, aux unitaires multiplicatifs et aux inclusions de
profondeur 2.
1.4 Je remercie V. Jones de m’avoir fait conna@^tre l’article de T. Sano
sur les carre s commutatifs et co-commutatifs qui est a l’origine de ce
travail, M. Enock pour des conversations et S. Baaj pour ses conseils lors
de la re daction finale de cet article.
2. INCLUSION IRRE DUCTIBLE DE PROFONDEUR 2
Nous donnons dans cette partie les proprie te s des inclusions d’indice fini
obtenues a partir d’une action d’une alge bre de Kac [Da].
2.1. Tour de rive e d’une inclusion irre ductible de profondeur 2.
2.1.1. De finitions et notations. Soit M0 /M1 une inclusion d’indice
fini n de facteurs de type II1 munis d’une trace normale, finie, fide le et
normalise e (toutes les alge bres seront munies d’une telle trace qui sera tou-
jours note e tr). On note
M0/M1 /
e
M2 /
e$
M3 /
e"
M4 /
e$$$
M5
la tour de facteurs obtenue par construction de base [G.H.J., 3], Ei
l’espe rance conditionnelle, de finie gra^ce a la trace, d’une alge bre contenant
Mi sur l’alge bre Mi , Ji l’isome trie bijective anti-line aire canonique de H i ,
l’espace de la repre sentation standard de Mi , ji l’anti-isomorphisme line aire
de fini, pour x dans L(Hi) par:
ji (x)=Ji x*Ji .
Ai+2 est l’alge bre de Mi+2 & M$i pour un entier i.
De finition. L’inclusion M0 /M1 est dite irre ductible si M$0 & M1 est
trivial, de plus elle est de profondeur 2 si M$0 & M3 est un facteur.
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Il a e te montre sous des hypothe ses plus ou moins ge ne rales [Sz, Da, L,
E.N.] que M0 /M1 est une inclusion irre ductible de facteurs de pro-
fondeur 2 si et seulement s’il existe une alge bre de Kac K et une action
exte rieure $K de K sur M0 telles que l’inclusion soit isomorphe a l’inclusion
de $K (M0) dans le produit croise de M0 par l’action exte rieure $K de K.
2.2. Repre sentation standard de A2 . Nous supposons maintenant que
l’inclusion M0 /M1 est irre ductible de profondeur 2, sa tour de rive e
s’obtient par construction de base a partir de l’inclusion C/A2 et les pro-
jecteurs de Jones associe s a ces constructions de base sont e$, e", e$$$...
[G.H.J., 4.6.34.6.4]; M3 & M$0 est l’alge bre L(h) des ope rateurs borne s
sur h ou h l’espace de la repre sentation standard ? de A2 , de plus M3 & M$0
est l’alge bre engendre e par A2 et e$, sa repre sentation sur h, encore note e
?, ve rifie:
?(e$) 4(x)=4(tr(x) 1)
ou 4 est l’injection de A2 dans h, 1 l’identite de M3 & M$0 et x un e le ment
de A2 .
On note J et J les isome tries anti-line aires de h qui ve rifient, pour a dans
A2 ,
J4(a)=4(a*) et J 4(a)=4( j1(a*))
et u l’unitaire JJ de h tel que u4(a)=4( j1(a)).
2.2.1. Bases. D’apre s [Da, 5.2.1], on obtient une base [ar , r=
1, ..., n] de PimsnerPopa de M2 sur M1 qui est aussi une base orthonor-
male de A2 en normalisant une famille d’unite s matricielles de l’alge bre de
Kac A2 . Les familles [a*r , r=1, ..., n] et [ j1(ar), r=1, ..., n] ont les me^mes
proprie te s. On choisit de me^me pour A3 une famille [: i , i=1, ..., n]
d’unite s matricielles normalise es.
La famille [- n are$, r=1, ..., n] est une base de PimsnerPopa de M3
sur M2 et aussi une base de PimsnerPopa de M3 & M$0 sur A2 [PiPo1,
1.3], on a donc:
x=n :
n
r=1
EA2(xare$) e$a*r (x # M3 & M$0).
2.2.2. Nous explicitons maintenant la repre sentation ?.
Proposition. Pour x # M3 & M$0 et a # A2 , ?(x) 4(a)=n4(EA2(xae$)).
De monstration. De composons x sur la base de M3 & M$0 [2.2.1], on a
alors:
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?(x) 4(a)=n :
n
s=1
4[EA2(xas e$) tr(as*a)]
=n4 _EA2 \x :
n
s=1
as tr(as*a) e$+&
=n4(EA2(xae$)).
2.2.3. Nous regroupons ici certains re sultats connus et quelques formules
qui nous seront utiles ensuite.
Proposition. (i) Pour x # M3 & M$0 , xe$=nEA2(xe$) e$.
(ii) Pour x # A2 , xe=ntr(xe) e.
(iii) Si [*t , t=1, ..., n] est une base de PimsnerPopa de M1 sur M0 ,
pour x # A2 , on a: j1(x)=n nt=1 EM1(e*tx) e*t*.
(iv) Pour x # A3 , j2(x)=n nr=1 EA2(e$arx) e$ar*.
(v) Pour x # A3 , EA2[ j2(x) ee$]=EA2(e$ex).
(vi) Pour a # A2 , J ?(a*) J =?( j1(a)).
(vii) Pour : # A3 , J?(:*) J=?( j2(:)).
(viii) Pour x # A2 , uxu=nr=1 ar j1(x) e$ar*.
De monstration. (i) [PiPo1].
(ii) re sulte de (i) car A2e est de dimension 1.
(iii) et (iv) [Da, 5.2.3] pour les inclusions M0 /M1 et M1 /M2 .
(v) Comme are vaut ntr(are) e, on a: j2(x) ee$=n2EA2(e$ex) e$ee$.
Comme ne$ee$=1a , on peut e crire:
EA2[ j2(x) ee$]=nEA2(e$ex) tr(e$)=EA2(e$ex).
(vii) re sulte de (iv) et de 2.2.2.
(viii) [Da, 5.2.3(ii)].
2.3. Repre sentation standard de A3 . Repre sentons sur H2 la tour
M0/M1 /
e
M2 /
e$
M3 /
e"
M4 .
Comme M4 est le re sultat de la construction de base sur M0 /M2
[PiPo2], en appliquant j2 a cette tour, on obtient la tour de Jones de
l’inclusion M$4 /M$3 :
M$4/M$3 /
e"
M$2 /
e$
M$1 /
e
M$0 .
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Appliquons maintenant les re sultats de 2.2 a l’inclusion M$3 /M$2 , nous
pouvons affirmer que M3 & M$0 est l’alge bre L(h$) des ope rateurs borne s
sur h$ ou h$ l’espace de la repre sentation standard ?$ de A3 , de plus
M3 & M$0 est l’alge bre engendre e par A3 et e, sa repre sentation sur h$,
encore note e ?$, ve rifie:
?$(e) 4$(x)=4$(tr(x) 1)
ou 4$ est l’injection de A3 dans h$ et x un e le ment de A3 .
Des re sultats analogues a ceux de 2.2 s’obtiennent alors en e changeant
A2 et A3 , e et e$, la base [ar] et la base [: i] etc. Nous les citerons en disant
que nous appliquons un re sultat de 2.2 a la tour des commutants.
2.4. Les repre sentations ? et ?$ sont e quivalentes. Gra^ce a 2.2 et 2.3, on
ve rifie sans peine:
Proposition. L’application F de h sur h$ de finie par
F4(a)=4$(n32EA3(ae$e)) (a # A2)
est un isomorphisme de h sur h$ qui entrelace les repre sentations ? et ?$.
L’isomorphisme re ciproque ve rifie:
F&14$(:)=4(n32EA2(:ee$)) (: # A3).
De plus F e change J et J $ ainsi que J et J$. On notera donc abusivement
encore u l ’unitaire J$J $ de h$ (voir aussi [E.S., 1.2.10]).
Remarque. Comme les repre sentations ? et ?$ sont e quivalentes, on
omettra en ge ne ral de pre ciser la repre sentation.
2.5. La repre sentation ? . Appliquons a l’inclusion M1 /M2 les re sultats
de 2.2: M4 & M$1 est l’alge bre L(h ) ou h l’espace de la repre sentation
standard ? de A3 , de plus M4 & M$1 est l’alge bre engendre e par A3 et e",
sa repre sentation sur h , encore note e ? , ve rifie:
? (e") 4 (x)=4 (tr(x) 1)
ou 4 est l’injection de A3 dans h et x un e le ment de A3 . On note u l’unitaire
qui ve rifie, pour : # A3 , u 4 (:)=4 ( j2(:)).
Comparons les repre sentations ? et ? :
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Proposition. (i) L’application F de h sur h de finie par
F4(a)=4 (n32EA3(a*e$e)) (a # A2)
est un anti-isomorphisme de h sur h dont l ’anti-isomorphisme re ciproque
ve rifie:
F&14 (:)=4(n32EA2(e$e:*)) (: # A3).
(ii) Pour tout x de M3 & M$0 , on a:
F?(x*) F&1=? ( j2(x)).
De monstration. (i) Par de finition, on peut identifier h$ et h en posant,
pour : # A3 , 4$(:)=4 (:); alors F e gale FJ et les affirmations (i) de coulent
de 2.4.
(ii) Pour x # A3 , l’e galite re sulte de (i) et 2.2.3 (vii). Comme e est dans
le centre de A2 , on ve rifie facilement qu’elle est vraie pour e. On conclut en
utilisant le fait que M3 & M$0 est engendre e par A3 et le projecteur e.
2.6. L’alge bre de Kac A.
2.6.1 L’alge bre de Kac A. D’apre s [Da, 5.3.2], &i(x)=nr=1 EA2(e$ar:i*)xar*
et &$j (x)=nr=1 EA2(xar*:j*) e$ar sont des e le ments de A3 si x # A3 . Pour
x # A3 , l’e galite 13(x)=ni=1 :i &i (x) de finit un coproduit co-associatif
[Da, 5.35.4]. On a aussi 13(x)=nj=1 &$j (x):j . La Proposition 5.6.3 de
[Da] nous permet d’affirmer que l’alge bre A3 munie du co-produit 13 , de
la co-involution j2 et de la trace normalise e est une alge bre de Kac A.
2.6.2. Interpre tation de e$. L’alge bre de Kac A est de dimension finie
donc de type discret, le projecteur e$ est le projecteur p du The ore me 6.3.5
de [E.S.], c’est-a -dire que l’unite du dual de A3 est l’homomorphisme =
de fini par =(x)=ntr(xe$) pour x # A3 . Le projecteur e$ est donc le support
de la co-unite de A3 .
2.6.3. Le lien entre les inclusions irre ductibles de profondeur 2 et les
alge bres de Kac re sulte du the ore me suivant. (Pour plus de pre cisions, voir
9.2)
The ore me [Da, 5.7.2; E.N., 4.2]. L’alge bre de Kac A=(A3 , 13 , j2 , tr)
agit sur M1 par une action exte rieure telle que M0 soit l ’alge bre des points
fixes de cette action et M2 soit isomorphe au produit croise de M1 par cette
action.
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Ainsi quand on dira que M1 est isomorphe au produit croise de M0 par
une alge bre de Kac A, on voudra dire que A est l’alge bre (A3 , 13 , j2 , tr).
L’inclusion @ de M1 dans M3 vu comme M1 L(h) ve rifie:
@(z)= :
n
r, s=1
E1(ar*zas)are$as* (z # M1).
L’action $ de A sur M1 est alors Ad(11 u) @.
2.6.4. L’unitaire multiplicatif associe a (A3 , 13). D’apre s [B.S., 3.4.4],
on associe a une alge bre de Hopf unife re bisimplifiable a droite, ce qui est
le cas d’une alge bre de Kac, un unitaire multiplicatif X:
Proposition. Soit X l ’unitaire multiplicatif sur h$h$ de fini par
X[4$( y)4$(z)]=4$4$[13( y)(1z)] ( y, z # A3).
On a les expressions suivantes:
(i) X=ni uj1(nEA2(e$e:i*))u: i
(i$) X=ni u[nEA2(:i*ee$)]u:i
(ii) X=nr=1 (uj1(ar)u)nEA3(ar*e$e)
(ii$) X=nr=1 uarunEA3(ee$ar*).
De monstration. (i) Posons X=ni=1 ?$(xi)?$(:i) ou les x i sont des
e le ments de M3 & M$0 . Par de finition et gra^ce a 2.2.2, on peut e crire:
:
n
i=1
4$(nEA3(xi ye))4$(:iz)= :
n
j=1
4$(&$j ( y))4$(: jz)
ce qui est e quivalent a :
nEA3(xi ye)=&$i ( y) \i=1, ..., n, \y # A3 .
Gra^ce a 2.2.1 applique a la tour des commutants et a 2.2.3(ii), on en de duit:
x i = :
n
j=1
nEA3(x i:je) e:j*
= :
n
j=1
&$i (:j) e:*j
= :
n
j=1
nEA2(:j e:i*) e$e: j*.
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E crivons maintenant xi sur la base [- n are$, r=1, ..., n] de M3 & M$0 et
appliquons 2.2.3 (i) pour la tour des commutants et 2.2.3 (viii), nous
obtenons alors:
x i =n2 :
n
r, j=1
are$EA2[tr(ar*EA2(: je:i*)) e$e:j*]
=n2 :
n
r=1
are$EA2[e$eEA3(e:i*ar*)]
=n :
n
r=1
are$EA2(e$e:i*) a*r=uj1[nEA2(e$e: i*)] u.
(ii) s’obtient en e crivant nEA2[e$e:i*] sur la base de A2 .
(ii$) se de duit de (ii) en e crivant j1(ar) sur la base de A2 puis en utilisant
2.2.3 (v) applique a la tour des commutants (2.3).
(i$) s’obtient en e crivant nEA3(ee$ar*) sur la base de A3 .
2.6.5. Remarque. Pour e tablir cette proposition, ainsi que les re sultats
de [Da, 5], le fait que [ar , r=1, ..., n] et [: i , i=1, ..., n] soient des
familles normalise es d’unite s matricielles n’est pas indispensable, par con-
tre, on utilise leurs proprie te s de base de PimsnerPopa et de base
orthonormale ainsi que le fait que [ j1(ar), r=1, ..., n], [ar*, r=1, ..., n],
[ j2(:i), i=1, ..., n], [: i*, r=1, ..., n] aient les me^mes proprie te s.
2.7. Les syste mes de Kac associe s a une inclusion irre ductible de pro-
fondeur 2. Suivant [B.S., 6.2], posons: X =_(u1) X(u1) _.
(h, X, u) est un syste me de Kac [B.S., 6.11.d], (h, X , u) aussi [B.S., 6.6].
De finition. Le syste me de Kac (h, X, u) (resp. (h, X , u)) est appele
syste me de Kac (resp. dual) associe a l’inclusion irre ductible de pro-
fondeur 2 M0 /M1 .
Dans [B.S., 1.33.8], S. Baaj et G. Skandalis associent a un syste me de
Kac (h, X, u) deux alge bres de Hopf (S(X), $) et (S (X), $ ) en posant:
$(x)=X(x1) X* (x # S(X))
$ ( y)=X*(1y) X ( y # S (X)).
Quand h est de dimension finie, il existe une co-involution sur chacune de
ces alge bres [B.S., 3.9], la trace normalise e est un poids de Haar et les
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alge bres S(X) et S (X) sont chacune munies d’une structure d’alge bre de
Kac que l’on notera S(X) et S (X).
Proposition. (i) S (X ) et S(X) co@ ncident avec l ’alge bre de Kac A.
(ii) S(X ) est l ’alge bre (A2 , 12 , j1 , tr). S(X ) est l ’image par u de
S (X).
De monstration. En dimension finie, la structure d’alge bre de Kac est
entie rement de termine e par la donne e de l’alge bre sous-jacente et de son
co-produit ; aussi il nous suffit de comparer les co-produits.
(i) L’identite de S (X ) et S(X) re sulte de [B.S., 6.8]. Elles co@ ncident
avec A du fait de la de finition de l’unitaire X [B.S., 3.8].
(ii) Conside rons le facteur M&1=J1M$1J1 et l’alge bre de A1=
M1 & M$&1 . La tour M&1/M0/M1 est la construction de base et j1(e$)
est le projecteur de Jones de cette construction ; l’alge bre A1 est anti-
isomorphe a A3 par j1 .
La famille [ j1(:i), i=1, ..., n] est une famille d’unite s matricielles nor-
malise es de A&1 . Posons &$r(x) ni=1 EA1(xj1(:i*) ar*) ej1(:i) et utilisons la
deuxie me formule de 2.6.1 et la relation entre le co-produit et la co-involu-
tion, nous obtenons alors:
12(x)= :
n
r=1
j1(ar) j1(&$r( j1(x)))
ou
j1(&$r( j1(x)))= :
n
i=1
j1[EA1( j1(x) j1(:i*) ar*) ej1(:i)]
= :
n
i=1
:i eEA3( j1(ar*) :i*x) (car j1(e)=e).
On en de duit en e crivant j1(ar) sur la base de A2 :
12(x)= :
n
r=1
ar  :
n
i=1
:ieEA3(ar*:i*x).
D’autre part, d’apre s [B.S., 3.8], le co-produit de S(X ), que l’on note
provisoirement 1 est, pour x # A2 : 1(x)=X (x1) X *.
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D’apre s 2.6.4 (i$) et 2.2.3 (i), on a donc:
1(x)= :
n
i, j=1
:ix:j*EA2(: i*e:j)
= :
n
r=1
ar  :
n
i, j=1
EA2(: i*etr(ar*:i x:j*) :j)
= :
n
r=1
ar EA2 _ :
n
i=1
:i*eEA3(ar*:ix)&=12(x).
La dernie re affirmation re sulte de [B.S., 6.8].
3. CARRELAGE COMMUTATIF
3.1. Carre bicommutatif.
3.1.1. De finition. Soit C=(L, M, N, K) un quadruplet de facteurs de
type II1 tel que l’indice de K dans L soit fini.
K / M
& &
N / L
On dira que C est un carre bicommutatif si C est commutatif [G.H.J., 4.2]
et co-commutatif [Sano] et si K $ & L=C.
3.1.2. Proprie te s. Nous rappelons maintenant les proprie te s des
carre s bicommutatifs dues a T. Sano [Sano, Prop. 2.1 et 2.2], dans ce qui
suit, on peut e changer N et M:
[P1] [L : M]=[N : K].
[P2] Une base de PimsnerPopa de N sur K est aussi une base de
PimsnerPopa de L sur M.
[P3] Si eLN est le projecteur de la construction de base sur N/L,
la tour K/M/(M, eLN) est standard c’est-a -dire que M/(M, e
L
N) est
isomorphe a M/(M, eMK ) (ici toutes les alge bres sont repre sente es sur
L2(L)).
[P4] La tour (M, eLN)/(L, e
L
N)/((L, e
L
N) , e
L
M) est standard.
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[P5] eLNe
L
M=e
L
Me
L
N=e
L
K et ((L, e
L
N) , e
L
M) =(L, e
L
K).
K / M /(M, eLN)
& & &
N / L / (L, eLN)
& & &
(N, eLM) /(L, e
L
M)/ (L, e
L
K)
3.1.3. Soit K/L une inclusion irre ductible d’indice fini de facteurs de
type II1 munis de la trace normale, finie, fide le et normalise e tr, on suppose
que L est l’alge bre de von Neumann engendre e par les facteurs inter-
me diaires M et N respectivement isomorphes au produit croise de K par les
alge bres de Kac A et B. Comme l’indice de K dans L est fini, les alge bres
A et B sont de dimension finie, respectivement na et nb . Soit J l’iso-
me trie anti-line aire associe e a la repre sentation standard de K; posons:
M1, 0=JM$J, M0, 1=JN$J, M0, 0=M1, 0 & M0, 1=JL$J.
On note ea , eb et ed les projecteurs des constructions de base suivantes:
M1, 0 /M1, 1=K /
ea
M1, 2=M
M0, 1 /M1, 1=K /
eb
M2, 1=N
M0, 1 /M1, 1=K /
ed
M2, 2=L.
D’apre s 2.6.2 et 2.7, les projecteurs ea et eb sont les supports des co-unite s
de A et B . (A et S (X)=A $ ont me^mes supports de co-unite .)
Proposition. Si les supports des co-unite s de A et B , c’est-a -dire les pro-
jecteurs ea et eb commutent et que l ’indice [L : K] soit le produit des dimen-
sions de A et B, le carre C1, 1=(M1, 1 , M0, 1 , M1, 0 , M0, 0) est bicommutatif.
Le carre C2, 2=(M2, 2 , M1, 2 , M2, 1 , M1, 1)=(L, M, N, K) est obtenu par
construction de base a partir de C1, 1 , il est aussi bicommutatif.
De monstration. D’apre s [G.H.J, 4.2.1 (iv)], le carre C1, 1 est commutatif
car on a:
M1, 0 & M0, 1=M0, 0 et eaeb=ebea .
D’autre part, on a les relations suivantes entre les indices:
[M1, 1 : M0, 0]=[L K]=na } nb
[M1, 1 : M0, 0]=[M1, 1 : M0, 1] } [M0, 1 : M0, 0]=nb } [M0, 1 : M0, 0]
[M1, 1 : M1, 0]=na .
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On en de duit que [M1, 1 : M1, 0] vaut [M0, 1 : M0, 0], alors d’apre s [S.W.,
Cor. 7.1], le carre C1, 1 est co-commutatif. Comme l’inclusion K/L est
irre ductible, M$0, 0 & M1, 1 est re duit a C, C1, 1 est donc bicommutatif.
Le carre C2, 2 est bicommutatif par construction.
3.1.4. Remarque. Re ciproquement, si C1, 1 est bicommutatif, alors les
projecteurs ea et eb commutent et l’indice [L : K] est le produit des dimen-
sions de A et B.
3.2. Carrelage commutatif.
3.2.1. Gardons les hypothe ses de 3.1.3; a partir du carre bicom-
mutatif C1, 1 , nous allons construire d’autres carre s bicommutatifs par
construction de base comme en 3.1 : Nous avons de ja le carre C2, 2 et nous
pouvons affirmer que ed=eaeb est le projecteur de la construction de base
sur M0, 0 /M1, 1 .
Posons maintenant:
M0, 2=(M0, 1 , ea) , M2, 0=(M2, 1 , eb)
M1, 2=(M1, 1 , ea) , M2, 1=(M1, 1 , eb)
M2, 2=(M1, 2 , eb)=(M2, 1 , ea)=(M1, 1 , ed).
Alors d’apre s 3.1, pour i prenant les valeurs 0, 1, 2, les inclusions M0, i/
M1, i/M2, i , Mi, 0/Mi, 1/Mi, 2 et M0, 0/M1, 1/M2, 2 sont standard.
Comme na (resp. nb) est l’indice de M0, 0 dans M0, 1 (resp. M1, 0); na (resp.
nb) est alors l’indice de toutes les inclusions horizontales (resp. verticales)
Mi, j/Mi, j+1 (resp. Mi, j/Mi+1, j).
3.2.2. Le carre C1, 2 est commutatif par construction de base [G.H.J.,
4.2.3] et co-commutatif [Sano, Prop. 2.2.2], le lemme suivant nous permet
d’affirmer qu’il est bicommutatif; on reprend les notations de 2 pour l’inclu-
sion M1, 0 /M1, 1, .
Lemme. L’inclusion M0, 1 /M1, 2 est irre ductible.
De monstration. Soit x # M1, 2 & M$0, 1 , x se de compose comme
nas=1 asE1, 1(as*x). Comme E1, 1(as*x) commute a M0, 0 , c’est un scalaire
puisque l’inclusion M0, 0 /M1, 1est irre ductible. Donc x est un e le ment de
A1, 2 & M$0, 1=M1, 2 & M$1, 1 , c’est un scalaire.
En e changeant les lignes et les colonnes, on peut affirmer de me^me que
C2, 1 est bicommutatif.
3.2.3. A partir de C2, 2 , on construit de me^me C3, 3 , les projecteurs e$a
pour l’inclusion M2, 1 /M2, 2 et e$b pour M1, 2 /M2, 2 , les alge bres M3, 1 ,
M3, 0 , M1, 3 et M0, 3 . Alors e$d=e$a e$b est le projecteur de la construction de
base sur M1, 1 /M2, 2 .
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Comme pre ce demment les carre s C3, 3 , C2, 3 et C3, 2 sont bicommutatifs
par construction de base, le carre C1, 3 est commutatif et co-commutatif,
l’irre ductibilite de M0, 2 /M1, 3 se de montre comme en 3.2.2 en utilisant
une base A1, 3 .
On peut continuer de fac on cohe rente cette construction et on obtient un
re seau de facteurs formant des carre s bicommutatifs qu’on appellera un
carrelage commutatif:
M0, 0 / M0, 1 / M0, 2 / M0, 3 / M0, 4
& C1, 1 & C1, 2 & & &
M1, 0 / M1, 1 /
ea
M1, 2 /
e$a
M1, 3 /
ea"
M1, 4
& C2, 1 & eb C2, 2 & eb & eb &
M2, 0 / M2, 1 /
ea
M2, 2 /
e$a
M2, 3 /
ea"
M2, 4
& & e$b & e$b C3, 3 & e$b &
M3, 0 / M3, 1 /
ea
M3, 2 /
e$a
M3, 3 /
ea"
M3, 4
& & e"b & e"b & e"b C4, 4 &
M4, 0 / M4, 1 / M4, 2 / M4, 3 / M4, 44.
Toutes les inclusions sont irre ductibles et d’indice fini. Chaque alge bre,
ainsi que chaque carre , est repe re e par un premier indice de ligne, un
second indice de colonne. De plus, si ih et jk, l’alge bre Mi, j est
contenue dans l’alge bre Mh, k . 1 i, j est l’identite de H i, j , Ei, j l’espe rance
conditionnelle, de finie gra^ce a la trace, d’une alge bre contenant Mi, j sur
l’alge bre Mi, j , 4i, j l’injection de Mi, j dans Hi, j , l’espace de la repre senta-
tion standard de Mi, j , J i, j l’isome trie bijective anti-line aire canonique de
Hi, j et ji, j l’anti-isomorphisme line aire de fini, pour x dans L(Hi, j) par:
ji, j (x)=Ji, jx*Ji, j .
Les projecteurs e"a et e"b sont associe s a la construction de base sur les inclu-
sions M3, 2 /M3, 3 , respectivement M2, 3 /M3, 3 . On pose Ai, j+2=
Mi, j+2 & M$i, j , Bi+2, j=M i+2, j & M$i, j et Di+2, j+2=M$i, j & M i+2, j+2 .
3.3. Les alge bres de Kac dans le carrelage commutatif.
3.3.1. Nous rappelons maintenant les The ore mes 2.1 et 2.2 de Sano.
The ore me (T. Sano). Soit C=(L, M, N, K) un carre bicommutatif de
facteurs de type II1 .
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K / M
& &
N / L.
Si l ’une des conditions suivantes est re alise e, K/L est de profondeur 2.
(i) Les inclusions K/M et K/N sont de profondeur 2.
(ii) Les inclusions N/L et M/L sont de profondeur 2.
(iii) Les inclusions K/N et N/L sont de profondeur 2.
Appliquons ce the ore me aux carre s bicommutatifs C1, 1 , C2, 2 , C1, 2 et
C2, 1 du carrelage commutatif : Les inclusions M0, 0 /M1, 1 , M0, 1 /M1, 2 ,
M1, 0 /M2, 1 et M1, 1 /M2, 2 sont de profondeur 2. Dans les The ore mes 7.5,
7.6 et 8.5.2, nous pre cisons les alge bres de Kac associe s a ces inclusions.
3.3.2. Notations. Nous pre sentons dans ce tableau les notations pour
les objets analogues a ceux de finis dans la partie 2 pour les inclusions
‘‘horizontale’’ M1, 0 /M1, 1 ‘‘verticale’’ M0, 1 /M1, 1 et ‘‘diagonale’’ M0, 0
/M1, 1 .
M0 /M1 M1, 0 /M1, 1 M0, 1 /M1, 1 M0, 0 /M1, 1
A1 A1, 2 B2, 1 D2, 2
A3 A1, 3 B3, 1 D3, 3
h ha hb hd
? ?a ?b ?d
u u v w
4 F1, 1 G1, 1 K1, 1
4 F1, 2 G2, 1 K2, 2
X X Y W
13 1a 1b 1d
EM3 & M$0 Ea Eb Ed
Dans tout le texte, nous garderons les notations de 2 pour les bases de
A1, 2 et A1, 3 . Nous noterons [bp , p=1, ..., nb] (resp. [;k , k=1, ..., nb]) une
famille d’unite s matricielles normalise es de B2, 1 (resp. B3, 1). On utilisera
aussi [*t , t=1, ..., na] une base de PimsnerPopa de M0, 1 sur M0, 0 (donc
de Mi, 1 sur Mi, 0 pour tout i).
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3.4. Les isomorphismes /.
3.4.1. On de finit un isomorphisme entre les alge bres de la colonne 1
et celles de la colonne 3 du carrelage commutatif.
Proposition. (i) /= j2, 2 j2, 1 est un isomorphisme de M4, 1 & M$0, 1 sur
M4, 3 & M$0, 3 qui laisse fixes les projecteurs eb , e$b , e"b et e$a et envoie l ’alge bre
Bi, 1 sur Bi, 3 (i=2, 3, 4).
(ii) Pour y # M4, 1 & M$1, 1 , /( y)=nar=1 ar ye$aar*.
(iii) Pour y # M3, 1 & M$0, 1 , ye$a vaut /( y) e$a . En particulier, pour
y # B3, 1 , on a:
y=naE3, 1(/( y) e$a)=naEB3, 1(/( y) e$a).
De monstration. (i) Comme M4, 1 est le commutant de e$a dans M4, 2 ,
j2, 2(M$4, 1) est engendre par M$0, 2 et e$a , on a: /(B2, 1)= j2, 2(B4, 1)=B2, 3 .
On de montre de me^me les autres affirmations. L’invariance des projecteurs
re sulte de [Da, 2.2.1].
Nous donnons maintenant une formule pour / qui nous servira pour
de montrer (ii) et (iii).
Lemme. Si y # M4, 1 & M$0, 1 , on a
/( y)=na :
na
i=1
*t ea ye$aea*t*.
De monstration du lemme. Comme [- na *tea bp , t=1, ..., na , p=
1, ..., nb] est une base de PimsnerPopa de M2, 2 sur M1, 1 [Da, 1.5.2.g], la
formule [Da, 3.2.1] s’e crit pour y # B3, 1 /D3, 3 :
j2, 2( y)=n2anb :
na, nb
t, p=1
E2, 2(e$a e$b*teabp y) e$ae$bb*pea*t*.
Simplifions cette expression:
naE2, 2(e$ae$b*t eabp y)
=naE2, 2(e$a) E2, 2(e$b*tea bp y) (C2, 3 est commutatif)
=E2, 2(e$b*t eabp y)=*t eaE2, 2(e$bbp y) (e$b # M$1, 2)
=*t eaE2, 1(e$bbp y) (e$bbp y # M3, 1 et C3, 3 commutatif).
On conclut gra^ce a la formule 2.2.3 (ii) e crite pour j2, 2( y) et y # B3, 1 .
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La formule se ve rifie facilement pour eb et e"b , comme elle de finit un
morphisme et on conclut en rappelant que M4, 1 & M$0, 1 est engendre e par
B3, 1 et ces deux projecteurs.
Fin de la de monstration de la proposition. (ii) Pour obtenir la nouvelle
expression de / pour y dans M4, 1 & M$1, 1 , il suffit d’e crire les - na *tea sur
la base [ar , r=1, ..., na] qui est une base de PimsnerPopa de M1, 2 sur
M1, 1 .
(ii) Comme y et e$a commutent aux *t , on peut e crire en utilisant les
proprie te s des bases de PimsnerPopa:
/( y) e$a =na :
na
t=1
*t ea ye$aea *t*e$a= :
na
t=1
*tea ye$a*t*
= :
na
t=1
*tea *t*ye$a= ye$a .
La proprie te pour y de B3, 1 en de coule.
3.4.2. On ve rifie alors facilement que / envoie la tour de rive e de
M0, 1 /M1, 1 sur celle de M0, 3 /M1, 3 .
Proposition. Soit (kb , G1, 3) la repre sentation standard de l ’alge bre
B2, 3 .
(i) L’application H qui a G1, 1(b) associe G1, 3(/(b)) pour b # B2, 1 est
une isome trie surjective de hb sur kb .
(ii) On note encore ?b la repre sentation de M3, 3 & M$0, 3 sur kb et on
a:
H?b( y) H*=?b(/( y)) ( y # M3, 1 & M$0, 1)
c’est-a -dire / envoie la tour
C/B2, 1 /
e$b
M3, 1 & M$0, 1 /
eb"
M4, 1 & M$0, 1
sur la tour analogue de la troisie me colonne en respectant la repre sentation
?b et l ’unitaire v (on gardera la me^me notation pour la troisie me colonne).
3.4.3. Remarques. (i) On devrait noter /b cet isomorphisme / puis-
que l’on peut de finir de me^me un isomorphisme /a de M4, 1 & M$0, 1 sur
M3, 4 & M$3, 0 ; en fait on notera / ces deux isomorphismes quand aucune
confusion ne sera possible.
(ii) On a donc d’autres inclusions de profondeur 2: M0, 3 /M1, 3 ,
M3, 0 /M3, 1 ....
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4. EXEMPLE FONDAMENTAL
Comme en [B.S., 8.13], conside rons un couple assorti de syste mes de
Kac (ha , X, u) et (hb , Y, v), l’unitaire Z de L(ha hb) et leur Z-produit
tensoriel (ha hb , V, w). On suppose que na la dimension de ha et nb , celle
de hb sont finies.
4.1. Notations. On de finit les repre sentations ? de L(ha) et ?$ de L(hb)
dans ha hb pour x # L(ha) et pour y # L(hb) par:
?(x)=x1b et ?$( y)=Z*(1a y) Z.
D’apre s [B.S., 8.14], l’alge bre wS (V)w est line airement engendre e par
?(uS(X)u) et ?$(vS(Y)v). D’apre s [B.S., 8.12], l’alge bre S(V) est engendre e
par ?(S(X)) et ?$(S(Y)). On note ed (resp. eX , eY , e$d , e$X , e$Y) le support
de la co-unite de S (V) (resp. S (X), S (Y), S(V), S(X), S(Y)) et =X et =Y
les co-unite s respectives de S(X) et de S(Y); on pose alors:
ea=?(eX), e$a=?(e$X), eb=?$(eY), e$b=?$(e$Y).
On suppose que l’alge bre de Kac S(V) agit sur un facteur P de type II1
par l’action exte rieure $ [Y] et, comme en 2.6.3, on conside re la tour:
M0, 0/M1, 1 /
ed
M2, 2 /
e$d
M3, 3
isomorphe a la tour P$C/$(P)/P <$ S(V)/PL(ha hb) et telle
que l’alge bre D2, 2=M2, 2 & M$0, 0 soit identifie e a wS(V)w, D3, 3=
M3, 3 & M$1, 1 a S(V) et M3, 3 & M$0, 0 a L(ha hb). L’action est alors $d=
Ad(11, 1 w) @d ou @d est l’inclusion de M1, 1 dans M3, 3 vu comme M1, 1
L(ha hb) (2.6.3).
Nous allons montrer que l’inclusion M1, 1 /M2, 2 ve rifie les hypothe ses
de 3.1.3. Pour cela, de finissons les sous-facteurs suivants de M3, 3 :
M1, 2=(M1, 1 _ ?(uS (X)u))", M2, 1=(M1, 1 _ ?$(vS (Y)v))"
M1, 3=(M1, 2 _ ?(S(X)))", M3, 1=(M2, 1 _ ?$(S(Y)))".
4.2. E tude de l ’inclusion M1, 1 /M1, 2 .
Proposition. L’inclusion M1, 1 /M1, 2 est une inclusion irre ductible de
profondeur 2 et d ’indice na . Si M1, 0 est le commutant de ea dans M1, 1 , la
tour
M1, 0/M1, 1 /
ea
M1, 2 /
e$a
M1, 3
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est obtenue par construction de base. Et on a:
?(uS (X) u)=A1, 2=M1, 2 & M$1, 0
?(S(X))=A1, 3=M1, 3 & M$1, 1 .
De monstration. Comme en 2.2.1, [ar , r=1, ..., na] (resp. [:i , i=1, ..., na])
est une famille d’unite s matricielles normalise es de ?(uS (X)u) (resp.
?(S(X))). Comme l’action de S(V) est exte rieure, l’inclusion M0, 0 /M1, 1
est irre ductible, l’e le ment E1, 1(ar*as) de M$0, 0 & M1, 1 vaut donc tr(ar*as),
on peut alors e crire H1, 2 comme la somme orthogonale des sous-espaces
arH1, 1 ou r varie de 1 a na . Gra^ce a [G.H.J., 3.4.1 et 3.2.4], on en de duit
que [M1, 2 : M1, 1] vaut na et que [ar , r=1, ..., na] est une base de
PimsnerPopa de M1, 2 sur M1, 1 .
Comme M$1, 1 & M1, 2 est contenu dans M$1, 1 & M2, 2 , l’inclusion
M1, 1 /M1, 2 est irre ductible, on peut donc montrer, comme pre ce demment,
que [M1, 3 : M1, 2] vaut na et que [:i , i=1, ...na] est une base de Pimsner
Popa de M1, 3 sur M1, 2 . En de composant les e le ments de M$1, 1 & M1, 3 sur
la base [:i , i=1, ...na], on montre facilement que ?(S(X)) est l’alge bre
A1, 3=M$1, 1 & M1, 3 .
Comme e$X est le support de la co-unite de S(X), on a:
E1, 2(e$a) 11, 2=tr(?(e$X)) 11, 2=n&1a 11, 2 .
Puisque les indices [M1, 2 : M1, 1] et [M1, 3 : M1, 2] sont e gaux, que e$a
commute a M1, 1 et que E1, 2(e$a) 11, 2 vaut [M1, 2 : M1, 1]&1 11, 2 , M1, 3 est
l’extension de M1, 2 par M1, 1 et e$a est le projecteur de Jones [PiPo2, 1.2.2].
Gra^ce a [Sano, Cor. 2.1], l’e galite dim A1, 3=[M1, 2 : M1, 1] permet
d’affirmer que l’inclusion M1, 1 /M1, 2 est de profondeur 2.
Soit M1, 0 le commutant de ea dans M1, 1 , comme E1, 1(ea) 11, 1 vaut
n&1a 11, 1 , d’apre s [PiPo1, 1.8], M1, 2 est l’extension de M1, 1 par M1, 0 .
L’inclusion M1, 0 /M1, 1 est de profondeur 2 puisque M$1, 0 & M1, 3 est anti-
isomorphe a M$1, 1 & M1, 4 . L’alge bre A1, 2=M$1, 0 & M1, 2 est donc de
dimension na , elle co@ ncide avec ?(uS (X)u).
Nous obtenons des re sultats analogues pour l’inclusion M1, 1 /M2, 1 .
4.3. Le carre bicommutatif C2, 2=(M2, 2 , M1, 2 , M2, 1M1, 1). Comme l’alge bre
D2, 2 est engendre e par les alge bres ?(uS (X)u) et ?$(vS (Y)v), le facteur M2, 2
est engendre par les facteurs interme diaires M1, 2 et M2, 1 . De plus les
repre sentations ? et ?$ sont des morphismes d’alge bres de Hopf de uS (X)u,
respectivement vS (Y)v dans wS (V)w. On a donc:
ed=\V (trtr)=?(\X (tr)) ?$(\Y (tr))
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c’est-a -dire eaeb=ed=ed*=eb*ea*=eb ea puisque le support de la co-unite
d’une alge bre de Kac est un projecteur central. On conclut, comme en
3.1.3, que les carre s (M1, 1 , M0, 1 , M1, 0 , M0, 0) et (M2, 2, , M1, 2 , M2, 1 , M1, 1)
sont bicommutatifs.
4.4. Le carre bicommutatif C3, 3=(M3, 3 , M2, 3 , M3, 2 , M2, 2). Soient M0, 2
l’alge bre engendre e par M0, 1 et ea et M2, 0 l’alge bre engendre e par M1, 0
et eb ; d’apre s 3.2.2, les carre s C1, 2=(M1, 2 , M0, 2 , M1, 1 , M0, 1) et
C2, 1=(M2, 1 , M1, 1 , M2, 0 , M1, 0) sont bicommutatifs; a partir de C1, 2 , on
construit, comme en 3.1, C1, 3=(M1, 3 , M0, 3 , M1, 2 , M0, 2) ou M0, 3 est
l’alge bre engendre e par M0, 2 et e$a et C2, 3=(M2, 3 , M1, 3 , M2, 2 , M1, 1) ou
M2, 3=(M1, 3 , eb)=(M2, 2 , e$a); de me^me a partir de C2, 1 , on construit
C3, 1 et C3, 2 , le carre C3, 3=(M3, 3 , M2, 3 , M3, 2 , M2, 2) est alors bicom-
mutatif [3.2.3].
4.5. Ces quelques lemmes nous seront utiles pour montrer que S(X) et
S(Y) agissent sur M1, 1 .
Lemme 1. Le projecteur e$a (resp. e$b) commute a ?$(L(hb)) (resp.
?(L(ha))) et on a :
e$a=e$X 1b=Ze$aZ*, e$b=1a e$Y=Ze$bZ*, e$d=e$X e$Y .
De monstration. Les proprie te s de commutation des projecteurs re sul-
tent de 4.4.
e$a vaut e$X 1b par de finition. Comme e$a commute a ?$(L(hb),
Z(e$X 1b) Z* commute a 1a L(hb), il existe donc un projecteur p de
L(hb) tel que Ze$a Z* e gale p1b ; comme e$b commute a ?(L(ha)), il
existe un projecteur q de L(hb) tel que e$b soit e gal a 1a q, alors on a:
e$X q=e$ae$b=e$d=we$dw=(uv)( pe$Y)(uv) d’ou on tire les e galite s:
p=e$X , q=e$Y et celles du lemme.
Lemme 2. (i) Le carre
C /M$1, 0 & M1, 3
& & est commutatif.
M$0, 1 & M3, 1/M$0, 0 & M3, 3
(ii) Pour y # L(hb), (1a  tr)(?$( y))=tr(?$( y)).
(iii) Pour x # L(ha), (1b  tr)(T(x1b))=tr(x).
De monstration. (i) On utilise la commutativite des carre s C3, 3 , C2, 3
et C2, 2 .
20 MARIE-CLAUDE DAVID
(ii) re sulte de (i) car on peut e crire pour y # L(hb) et x # L(ha):
tr[(1a  tr)(?$( y)) x]=(trtr)(?$( y) ?(x))
=tr(?$( y)) tr(x)=tr( y) tr(x).
(iii) Pour y # L(hb) et x # L(ha), on a:
(tr tr)(?$( y) ?(x))=(tr tr)(( y1a) T(x1b)]
=tr[ y(1b  tr)(T(x1b))].
Et on conclut gra^ce a (i).
Lemme 3. Avec les notations de 3.3.2
(i) (1a =Y)(arbp e$ae$b bq*as*)=tr(bp) tr(bq*) ?&1(are$a as*)
(ii) (1b =X) T(arbp e$ae$b bq*as*)=tr(ar) tr(as*) ?$&1(bp e$bbq*).
De monstration. Le Lemme 1 permet d’e crire:
(1a =Y)(arbpe$ae$bbq*as*)=?&1(are$a)(1a =Y)(bp e$bbq*) ?&1(as*)
ainsi que (1a =Y)(bp e$bbq*)=(1a  tr)(nbe$b bpe$bbq*). D’apre s le Lemme 2,
on a alors :
(1a =Y)(bp e$b bq*)=tr(nbe$bbp e$bbq*)=tr(bp) tr(bq*).
Et (i) est de montre . (ii) se de montre de manie re analogue.
Lemme 4. Comme en 2.6.3, @a (resp. @b , @d) est l ’inclusion de M1, 1 dans
M1, 3 (resp. M3, 1 , M3, 3). On a les relations suivantes:
(i) @a=[11, 1 ?(1a =Y)] @d
(ii) @b=[11, 1 ?$(1b =X) T] @d .
De monstration. Comme C2, 2 est commutatif, la famille [arbp , r=
1, ..., na , p=1, ..., nb] est une base de PimsnerPopa de M2, 2 sur M1, 1 , on
exprime @d , pour z # M1, 1 , a l’aide cette base [2.6.3]. Les relations (i) et (ii)
re sultent alors du Lemme 3.
4.6. Actions de S(X) et de S(Y) sur le facteur M1, 1 .
Proposition. Posons:
$X=[11, 1  (=Y 1a) T] $d et $Y=[11, 1  (=X 1b)] $d .
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$X est une action de S(X) sur le facteur M1, 1 et l ’inclusion M1, 1 /M1, 2 est
isomorphe a $X (M1, 1)/M1, 1<$X S(X).
$Y est une action de S(Y) sur le facteur M1, 1 et l ’inclusion M1, 1 /M2, 1
est isomorphe a $Y (M1, 1) /M1, 1<$Y S(Y).
De monstration. Comparons d’abord $X et $Y avec les actions $a et
$b obtenues canoniquement a partir des inclusions M1, 1/M1, 2 et
M1, 1 /M2, 1 .
De la de finition de $X , de 2.6.3 et du Lemme 4 de 4.5, on de duit:
$X =[11, 1  (=Y 1a) T] $d=[11, 1  ((=Y 1a) T Ad w)] @d
=[11, 1  ((1a =Y) Ad(uv))] @d=[11, 1  (Ad u(1a =Y))] @d
=[11, 1  (Ad u) ?&1] @a=[11, 1 ?&1] $a .
De me^me pour $Y , on obtient $Y=[11, 1 ?$&1] $b .
On sait donc maintenant que $X (resp. $Y) est un morphisme injectif de
M1, 1 dans M1, 1 S(X) (resp. M1, 1 S(Y)). Il reste a s’assurer que ce sont
bien les alge bres de Kac S(X) et S(Y) qui agissent sur M1, 1 .
Si 1a (resp. 1b) est le co-produit de S(X) (resp. S(Y)), d’apre s [B.S.,
8.2], le co-produit 1 de S(V) est de fini par: 1=(1a T1b)(1a 1b).
Pour montrer l’e galite : ($X 1a) $X=(11, 1 1a) $X , il suffit de ve rifier:
(=Y 1a =Y 1a)(TT) 1=1a(=Y 1a) T. (V)
La proprie te (ii) de l’inversion permet d’e crire
(TT ) 1=(TT )(1a T1b)(1a 1b)
=(T1b 1a)(1a 1b 1a)(1a T )(1a 1b).
Comme (1b =Y) 1b est l’identite de L(hb), on a:
(=Y 1a=Y 1a)(TT ) 1
=(=Y 1a 1a)(T1a)(1a 1b 1a)(1a T)(1a 1b).
La proprie te (i) de l’inversion permet alors d’obtenir (V).
On montre de me^me l’e galite : ($Y 1b) $Y=(11, 1 1b) $Y .
4.7. Conclusion
The ore me. Soit ((ha , X, u) et (hb , Y, u), Z) un couple assorti de syste mes
de Kac tel que les dimensions de ha et hb soient finies.
On suppose que S(X) Z S(Y) agit sur un facteur K de type II1 par
une action exte rieure $ et que l ’inclusion K/L est isomorphe a $(K)/
K <$ (S(X) T S(Y)). Alors il existe des facteurs interme diaires M et N et
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des actions $X et $Y de S(X) et S(Y) sur K telles que l ’inclusion K/M
(resp. K/N) soit isomorphe a $X (K)/K <$X S(X) (resp. $Y (K)/
K <$Y S(Y)).
K / M
Le carre & & est alors bicommutatif.
N / L
4.8. Cas particulier. Dans [S.W.], T. Sano et Y. Watatani traitent le
cas ou A et B forment une paire assortie au sens de S. Majid [M1, M2]
et D, le groupe engendre par A et B agit par une action exte rieure $ sur
un facteur P de type II1 .
5. LES ALGE BRES DES INCLUSIONS DIAGONALES
Nous revenons maintenant au cas ge ne ral et e tudions les alge bres de Kac
D2, 2 , D3, 3 , D2, 3 et D3, 4 .
5.1. Bases. Comme le carre C2, 2 est commutatif, le carre (D2, 2 , B2, 1 ,
A1, 2 , C) est commutatif; le Lemme 2.2 de [Sano] et des conside rations de
dimension permettent d’affirmer alors que:
(i) D2, 2 est l’alge bre engendre e par A1, 2 et B2, 1, .
(ii) D2, 2 admet comme bases orthonormales [arbp , r=1, ..., na ,
p=1, ..., nb] et [bpar , r=1, ..., na , p=1, ..., nb]; ce ne sont pas des unite s
matricielles mais elles ve rifient les proprie te s retenues dans la Remarque
2.6.5.
On a des proprie te s analogues pour les alge bres D2, 3 , D3, 2 et D3, 4
[Sano, Th. 2.1].
On peut voir de me^me que D3, 3 est l’alge bre engendre e par A1, 3 et B3, 1
en conside rant le carre C3, 3 ou par A3, 3 et B3, 3 en conside rant le carre
(M$1, 1 , M$1, 2 , M$2, 1 , M$2, 2) mais il est plus inte ressant d’utiliser [Sano,
Th. 2.2]:
D3, 3=A1, 3 } B3, 3=B3, 1 } A3, 3 .
On obtient ainsi des bases orthonormales de D3, 3 qui sont aussi des
familles d’unite s matricielles normalise es car A1, 3 et B3, 3 commutent:
[:i/b(;k), i=1, ..., na , k=1, ..., nb]
[;k/a(:i), i=1, ..., na , k=1, ..., nb].
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5.2. Quelques commutants relatifs.
Proposition. (i) M2, 1 & M$0, 0=B2, 1 .
(ii) M3, 1 & M$1, 0=B3, 1 .
(iii) M3, 1 & M$0, 0=M3, 1 & M$0, 1 .
(iv) M2, 3 & D3, 3=A1, 3 .
On obtient des re sultats analogues en e changeant les lignes et les colonnes.
De monstration. (i) Comme [bp , p=1 } } } nb] est une base de Pimsner
Popa de M2,1 sur M1, 1 , un e le ment x de M2, 1 & M$0, 0 s’e crit nap=1 E1, 1(xbp) bp*.
Comme x et bp commutent a M0, 0 , E1, 1(xbp) appartient a M1, 1 & M$0, 0 ,
c’est donc un scalaire et x appartient a M2, 1 & M$0, 1 .
(ii) Se de montre de me^me puisque l’inclusion M1, 0 /M2, 1 est
irre ductible.
(iii) De me^me en utilisant (i), on montre (iii).
(iv) Si z appartient a M2, 3 & D3, 3 , alors il existe des e le ments zp de
A1, 3 tels que z vaille nbp=1 zp/(bp); or on a:
z=E2, 3(z)=E2, 3 \ :
nb
p=1
zp/(bp)+= :
nb
p=1
zpE2, 3(/(bp))= :
nb
p=1
zp tr(/(bp)).
On en de duit que z est un e le ment de A1, 3 .
5.3. Le co-produit 1d sur D3, 3 .
Proposition. Pour x # A1, 3 , posons ’k(x)=nbp=1 E2, 1(e$bbp;k*) xbp*,
alors ’k(x) appartient a A1, 3 et le co-produit 1d de D3, 3 ve rifie:
(i) 1d (?d (x))= :
na , nb
i=1, k=1
?d (:i/(;k))?d (’k(&i (x))) (x # A1, 3)
(ii) 1d (?d (x))= :
na , nb
i=1, k=1
?d (;k/(:i)))?d (&i (’k(x))) (x # A1, 3).
De monstration. Il est clair que ’k(x) appartient a M2, 3 & M$0, 0 . D’autre
part, si z # M1, 1 , on a:
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’k(x) z= :
nb
p=1
E2, 1(e$b bp ;k*) :
nb
q=1
E1, 1(bp*sbq) bq*
= :
nb
q=1
E2, 1 \e$b :
nb
p=1
bpE1, 1(bp*zbq) ;k*+ xbq* (car x, ;k* # D3, 3)
= :
nb
q=1
E2, 1(e$bzbq ;k*) xbq*=z’k(x).
Donc ’k(x) commute a M1, 1 et appartient a M2, 3 & D3, 3=A1, 3 d’apre s
5.2 (iv).
(i) D’apre s 2.6.1, 2.6.5 et 5.1, si on choisit [:i /(;k), i, k=1...na , nb]
comme famille d’unite s matricielles normalise es de D3, 3 , il nous suffit de
montrer que, pour x # A1, 3 , l’e le ment
&i, k(x)= 
na , nb
r, p=1
E2, 2(e$a e$bbpar/(;k*) :i*) xar*bp* de D3, 3
vaut ’k(&i (x)). Gra^ce aux proprie te s de commutation [3.4.1], on a:
&i, k(x)= :
na , nb
r, p=1
E2, 2(e$b bp/(;k*) e$a ar: i*) xar*bp*
= :
na , nb
r, p=1
E2, 2(e$bbp ;k*e$aar:i*) xar*bp*.
Comme e$bbp ;k* appartient a M3, 1 et e$aar:i* appartient a M1, 3 , les
proprie te s du carrelage commutatif et 5.2 (i) permettent d’e crire:
E2, 2(e$bbp ;k*e$aar: i*)=E2, 2(e$bbp;k*) E2, 2(e$aar: i*)
=E2, 1(e$bbp;k*) E1, 2(e$a ar:i*).
On obtient donc: &i, k(x)=’k(&i (x)).
(ii) s’obtient de me^me en utilisant la base [;k/(: i), i, k=1...na , nb].
6. UNE INVERSION SUR A1, 3 ET B3, 1
6.1. Les unitaires Za , Zb et Z.
6.1.1. De finition. s est l’application de ha hb dans hb ha qui a
xy associe yx.
L’application Za est l’unitaire de ha hb sur hd de fini par:
Za(F1, 1(a)G1, 1(b))=K1, 1(ab) (a # A1, 2 , b # B2, 1).
On de finit de fac on analogue l’unitaire Zb de hb ha sur hd . Et on pose
Z=Zb*Za .
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6.1.2. Proposition. (i) Pour x # M1,3 & M$1, 0 , ?d(x)=Za(?a(x)1b) Za*.
(ii) Pour y # M3, 1 & M$0, 1 , ?d ( y)=Zb(?b( y)1a) Zb*.
De monstration. (i) Soient x # M1, 3 & M$1, 0 , a # A1, 2 et b # B2, 1 ; d’apre s
2.2.2, on a:
?d (x) K1, 1(ab)
=ndK1, 1[ED2, 2(xabe$ae$b)]
=ndK1, 1[ED2, 2(xae$abe$b)]
=ndK1, 1[ED2, 2(xae$a) ED2, 2(be$b)] (C3, 3 est commutatif)
=naK1, 1[EA1, 2(xae$a) b] (C2, 3 est commutatif et 5.2(i))
=Za(?a(x)1b) Za*K1, 1(ab) d’apre s 2.2.2.
On obtient (ii) en e changeant les lignes et les colonnes.
6.1.3. Relations entre les unitaires Za , Zb , Z, u, v et w.
Proposition. (i) Za(uv)=wZb s.
(i$) Zb(vu)=wZa s*.
(ii) Za*wZa=(uv) s*Z.
(iii) Z*s(uv)=(uv) s*Z.
De monstration. Gra^ce a 2.2, on obtient (i) par un calcul direct puis (i$)
en e changeant les lignes et les colonnes. De (i) on de duit (ii). De (ii) et (i$),
on de duit (iii).
6.1.4. Action de Ad Za sur 1a ?b(M$0, 1 & M3, 1).
Proposition. Si y # M$0, 1 & M3, 1 , on a
(i) Za(1a ?b( y)) Za*=w?d (vyv)w
(ii) Za(1a ?b( y)) Za*= :
na
r=1
ar ye$aar*.
Si y # B3, 1 , on a : Za(1a ?b( y)) Z a*=?d (/( y)).
On a des re sultats analogues pour Zb en e changeant les lignes et les colonnes.
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De monstration. (i) re sulte de 6.1.3 et 6.1.2.
(ii) Pour y # B2, 1 , la formule annonce e se de duit de (i) et 2.2.3(viii)
applique e a v et w. On ve rifie (ii) pour y=e$b a partir de (i). Comme
M$0, 1 & M3, 1 est engendre e par B2, 1 et e$b , les proprie te s de la base de
PimsnerPopa [ar , r=1, ..., na] et celles de commutation du projecteur e$a
permettent de conclure. La formule particulie re pour B3, 1 utilise l’expres-
sion de / [3.4.1].
De cette proposition, de 6.1.2 et 5.1 re sulte le corollaire suivant:
Corollaire. Z(A1, 3 B3, 1) Z*=B3, 1 A1, 3 .
6.1.5. Action de Ad Zb* sur ?d (M$0, 1 & M1, 3).
Proposition. (i) Si x # M$0, 1 & M1, 3 , on a:
Zb*?d (x) Zb= :
nb
p, q=1
?b(bpe$bbq*)?a[Ea(bp*xbq)].
(ii) Si x # A1, 3 , on a:
Zb*?d (x) Zb= :
nb
k=1
?b(;k)?a(’k(x)).
De monstration. (i) Pour x # M$0, 1 & M1, 3 , b # B2, 1 et a # A1, 2 , on peut
e crire:
(Zb*xZb)(G1, 1(b)F1, 1(a))=Zb*ndK1, 1(ED2, 2(xbae$a b$b)) [2.2.2].
Comme xbae$a # M2, 3 et que [bp , p=1, ..., nb] est une base de Pimsner
Popa de M2, 3 sur M1, 3 , on a:
nd K1, 1(ED2, 2(xbae$ae$b))=naK1, 1(ED2, 2(xbae$a))
=na :
nb
p=1
K1, 1[bpED2, 2(E1, 3(bp*xbae$a))].
D’apre s 5.2(i) et la proprie te de commutation de C2, 3 , ED2, 2 E1, 3 vaut
EA1, 2 Ea , d’ou :
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(Zb*xZb)(G1, 1(b)F1, 1(a))
= :
nb
p=1
G1, 2(bp)F1, 1[naEA1, 2(Ea(bp*xb) ae$a)]
= :
nb
p=1
G1, 2(bp)?a[Ea(bp*xb)] F1, 1(a) [2.2.2]
= :
nb
p, q=1
?b(bpe$bbq*) G1, 2(b)?a[Ea(bp*xbq)] F1, 1(a).
(ii) D’apre s 6.1.4, si x # A1, 3 , on sait qu’il existe des e le ments xk de
A1, 3 tels que Zb*xZb s’e crive nbk=1 ?b(;k)?a(xk). (i), 2.2.1 et 5.3 permet-
tent d’e crire:
xk= :
nb
p, q=1
tr(;k*bpe$b bq*) Ea(bp*xbq)= :
nb
q=1
Ea(EB2, 1(e$bbq*;k*) xbq)=’k(x).
6.2. Une inversion sur A1, 3 et B3, 1 .
6.2.1. Dans [B.S., 8.1], S. Baaj et G. Skandalis de finissent une inver-
sion sur deux alge bres de Hopf:
De finition. Soient (A, 1a) et (B, 1b) deux C*-alge bres de Hopf. Une
inversion sur A et B est un *-isomorphisme T de AB sur BA tel que
l’on ait:
(i) (T1a)(1a T)(1a 1b)=(1b 1a) T
(ii) (1b T )(T1b)(1a 1b)=(1b 1a) T.
6.2.2. D’apre s 6.1.4, T=Ad Z est un *-isomorphisme de A1, 3 B3, 1
sur B3, 1 A1, 3 .
The ore me. T est une inversion sur (A1, 3 , 1) et (B3, 1 , 1b).
De monstration. Comme la construction offre des ro^les analogues a A1, 3
et B3, 1 , nous allons voir dans le Lemme 2 qu’il nous suffit de de montrer les
relations (i) et (ii) de 6.2.1 sur A1, 3 1b par exemple, ce que nous faisons
dans les Lemmes 3 et 4.
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Lemme 1.
(i) A1, 3 B3, 1 =T&1(B3, 1 1a)(A1, 3 1b)
(ii) A1, 3 B3, 1=T&1(1b A1, 3)(1a B3, 1)
(iii) B3, 1 A1, 3=T(A1, 3 1b)(B3, 1 1a)
(iv) B3, 1 A1, 3=T(1a B3, 1)(1b A1, 3).
De monstration. (i) L’alge bre engendre e par A1, 3 1b et T&1(B3, 1 1a)
est l’image par Ad Za* de l’alge bre engendre e par A1, 3 et B3, 1 qui est dans
D3, 3 [5.1] donc on obtient:
A1, 3 B3, 1=T&1(B3, 1 1a)(A1, 3 1b).
L’e galite (ii) est obtenue de fac on analogue puisque l’alge bre D3, 3 est
engendre e par les alge bres A3, 3 et B3, 3 [5.1].
On obtient les e galite s (iii) et (iv) en e changeant les lignes et les colonnes.
Lemme 2. Les relations (i) et (ii) de 6.2.1 sont ve rifie es pour T sur
A1, 3 B3, 1 si et seulement si elles sont ve rifie es sur A1, 3 1b .
De monstration. On a de ja remarque que les lignes et les colonnes du
carrelage bicommutatif jouent des ro^les syme triques, e changer les lignes
et les colonnes change (A1, 3 , 1a) en (B3, 1 , 1b) et T en T &1. Aussi si
la relation (i) est ve rifie e sur A1, 3 1b , par syme trie la relation
(T&1 1b)(1b T&1)(1b 1a)=(1a 1b) T&1 est ve rifie e sur B3, 1 1a ,
ce qui est e quivalent a dire que la relation (ii) est ve rifie e sur
T&1(B3, 1 1a); si de plus on a suppose que la relation (ii) est vraie sur
A1, 3 1b , on a donc obtenu que la relation (ii) est ve rifie e sur l’alge bre
engendre e par A1, 3 1b et T&1(B3, 1 1a) donc sur A1, 3 B3, 1 d’apre s le
Lemme 1. Alors, il suffit de conclure que, par syme trie, la relation (i) est
ve rifie e sur A1, 3 B3, 1 .
Lemme 3. La relation (i) de 6.2.1 est ve rifie e pour T sur A1, 3 1b .
De monstration. La relation (i) est e quivalente a
(Ad Za 1a)(1a T)(1a 1b)=(Ad Zb 1a)(1b 1a) T.
Pour x # A1, 3 , on a d’apre s 2.6.1:
(Ad Za 1a)(1a T )(1a 1b)[x1b]
=(Ad Za 1a)(1a T ) _ :
na
i=1
?a(:i)?a(&i (x))1b& .
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Gra^ce a 6.1.5(ii) applique a &i (x) et a 6.1.4, on obtient:
(Ad Za 1a)(1a T )(1a 1b)[x1b]
= :
na , nb
i, k=1
?d (:i/(;k))?a(’k(&i (x))).
De me^me, on peut e crire:
(Ad Zb 1a)(1b 1a) T[x1b]
=(Ad Zb 1a)(1b 1a) _ :
nb
h=1
;h ’h(x)&
=(Ad Zb 1a) _ :
na , nb
i, h=1
;h : i &i (’h(x))&
= :
na , nb
i, h=1
?d (;h/(:i))?a(&i (’h(x))).
L’e galite re sulte de la Proposition 5.3.
Lemme 4. La relation (ii) de 6.2.1 est ve rifie e pour T sur A1, 3 1b .
De monstration. D’une part, d’apre s 6.1.5(ii), on a:
(1b T )(T1b)(1a 1b)[x1b]= :
nb
h, k=1
;h ;k ’k(’h(x)).
D’autre part, d’apre s 6.1.5(ii) et 2.6.1, on a:
(1b 1a) T[x1b]= :
nb
h, j=1
;h &h(;j)’j (x)
= :
nb
h, j, k=1
;h ;k tr(&h(; j) ;k*) ’j (x).
Posons: ’$h(;k*)=nbp=1 bp*;k*E2, 1(e$bbp ;*h), alors ’$h(;k*) appartient a M3, 1
et on ve rifie facilement (comme en 5.3) que ’$h(;k*) commute a M1, 1 , c’est
donc un e le ment de B3, 1 . On peut alors simplifier nbj=1 tr(&h(; j) ;k*) ’j (x):
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:
nb
j=1
tr(&h(; j) ;k*) ’j (x)= :
nb
j=1
tr(’$h(;k*) ; j) ’j (x)
= :
nb
q=1
E2, 1(e$bbq ’$h(;k*)) xbq*
= :
nb
p, q=1
E2, 1(e$bbq bp*;k*) E2, 1(e$bbp;*h) xbq*
= :
nb
p, q=1
E2, 1(e$bbq ;k*) E2, 1(e$bbp;*h) xbp*bq*
=’k(’h(x)).
La relation est de montre e.
Remarques. (i) Posons #b(x)=T(x1b) pour x # A1, 3 , le Lemme 4
est e quivalent au fait que #b est une action a gauche de B3, 1 sur A1, 3
[B.S., 8.4].
(ii) D’apre s [B.S., 8.2], on peut associer a T un co-produit 1T sur
A1, 3 B3, 1 de fini par: 1T=(1a T1b)(1a 1b). Sachant que la rela-
tion (ii) de de finition de l’inversion est ve rifie e sur A1, 3 1b , la relation (i)
de de finition de l’inversion est ve rifie e sur A1, 3 1b si et seulement si le
coproduit 1T est co-associatif.
6.3. Couple assorti de C*-alge bres de Hopf. Comme les alge bres de
Hopf conside re es sont de dimension finie, on de duit des The ore mes 4.10 et
3.8 de [B.S.], du The ore me et du Lemme 1 de 6.2.2 et de la de finition de
[B.S., 8.12] le corollaire suivant:
Corollaire. Les alge bres (A1, 3 , 1a)=S(X) et (B3, 1 , 1b)=S(Y) et
l ’inversion T de finissent un couple assorti de C*-alge bres de Hopf.
7. COUPLE ASSORTI DE SYSTE MES DE KAC
7.1. Suivant la de finition [B.S., 8.13], nous allons e tablir la proposi-
tion:
Proposition. Les syste mes de Kac (ha , X, u) et (hb , Y, v) et l ’ope rateur
unitaire s*Z de L(ha hb) forment un couple assorti de syste mes de Kac,
c’est-a -dire:
(i) Les alge bres S(X ), soit (A1, 3 , 1a), et S(Y), soit (B3, 1 , 1b), et
l ’inversion T forment un couple assorti de C*-alge bres de Hopf.
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(ii) (ha hb , V, (uv) s*Z) est un syste me de Kac ou
V=(Z*1, 2X2, 3Z1, 2) Y2, 4 .
De monstration. Il nous reste a de montrer (ii). On sait que (hd , W, w)
est un syste me de Kac. On va montrer que (ha hb , V, (uv) s*Z)) lui est
isomorphe par Za [B.S., 6.6]. D’apre s la Proposition 6.1.3, on a de ja
l’e galite w=Ad Za((uv) s*Z).
Montrons maintenant que Ad(Za Za)(V)=W.
Ad(Za Za)(V)=(Zb Za) X2, 3(Z b*Za*)(Za Za) Y2, 4(Za*Za*).
Alors d’apre s 2.6.4(iii) et 6.1.4, on a:
Ad(Za Za)(V)= :
na , nb
i, k=1
w[na EA1, 2(:i*eae$a) nbEB2, 1(;k*ebe$b)] w: i/(;k).
Comme ;k*ebe$b # M$1, 0 & M3, 1 , d’apre s 5.2, on a: EB2, 1(;k*ebe$b)=
ED2, 2(;k*ebe$b). De me^me, on a: EA1, 2(:i*eae$a)=ED2, 2(:i*eae$a).
La proprie te [G.H.J., 4.2.1] du carre commutatif C3, 3 permet alors
d’e crire:
na EA1, 2(:i*eae$a) nbEB2, 1(;k*ebe$b)=ndED2, 2(:i*ea e$a;k*eb e$b).
Gra^ce a 3.4.1 et aux proprie te s de commutation, on obtient:
na EA1, 2(:i*eae$a) nbEB2, 1(;k*ebe$b)=ndED2, 2(/(;k*) :i*ed e$d).
On a donc Ad(Za Za)(V)=W.
7.2. Le syste me de Kac (hd , W, w). Suivant les de finitions 2.7 et [B.S.,
8.15], nous pouvons e noncer:
Corollaire. Le syste me de Kac (hd , W, w) associe a l ’inclusion
diagonale est l ’image par Za du syste me de Kac s*Z-produit tensoriel
(ha hb , V, (uv) s*Z).
7.3. Le T-produit tensoriel de (A1, 3 , 1a) et (B3, 1 , 1b). On ve rifie
facilement que Ad Za* est un morphisme de l’alge bre de Kac
(D3, 3 , 1d , j2, 2 , tr) sur l’alge bre de Kac T-produit tensoriel [B.S., 8.6]
A <T B=(A1, 3 B3, 1 , 1T , ( j1, 2  j2, 1 s*T, tr tr) (voir remarque 6.2.2).
En effet, d’apre s 6.1.3, ( j1, 2  j2, 1) s*T est une co-involution qui ve rifie la
relation ( j1, 2  j2, 1) s*T Ad Za*=Ad Z a* j2, 2 .
7.4. L’inclusion diagonale M1, 1 /M2, 2 . D’apre s [Da, 5.7.2], [L], [Sz]
ou [E.N.], on a donc:
32 MARIE-CLAUDE DAVID
Corollaire. M2, 2 est le produit croise de M1, 1 par une action exte rieure
du T-produit tensoriel de (A1, 3 , 1a) et (B3, 1 , 1b), c’est-a -dire de l ’alge bre de
Kac (A1, 3 B3, 1 , 1T , ( j1, 2  j2, 1) s*T, tr tr).
7.5. Plus ge ne ralement le corollaire pre ce dent s’exprime ainsi:
The ore me. Soit une inclusion irre ductible K/L d ’indice fini de facteurs
de type II1 telle que L soit l ’alge bre de von Neumann engendre e par les fac-
teurs interme diaires M et N respectivement isomorphes aux produits croise s
de K par les alge bres de Kac A et B. Si l ’indice [L : K] est le produit des
dimensions de A et B et que les supports des co-unite s des alge bres A et B
repre sente es dans K commutent, il existe une inversion T sur A et B telle que
L soit isomorphe au produit croise de K par le T-produit tensoriel de A et
B.
7.6. Conside rant l’inclusion M0, 0 /M1, 1 , on e nonce le the ore me dual
du pre ce dent:
The ore me. Soit une inclusion irre ductible K/L d ’indice fini de facteurs
de type II1 telle que L soit l ’alge bre de von Neumann engendre e par les
facteurs interme diaires M et N respectivement isomorphes aux alge bres des
points fixes de L sous une action exte rieure des alge bres de Kac A et B. Si
l ’indice [L : K] est le produit des dimensions de A et B et que les supports
des co-unite s des alge bres A et B repre sente es dans L commutent, il existe
une inversion T sur A et B telle que K soit isomorphe a l ’alge bre des points
fixes de L sous une action exte rieure du T-produit tensoriel de A et B.
8. LE SYSTE ME DE KAC T-BIPRODUIT CROISE DE A ET B
Dans cette partie, nous allons expliciter le syste me de Kac dual du
syste me de Kac associe a l’inclusion ‘‘diagonale late rale’’ M0, 1 /M1, 2 qui
est de profondeur 2 [3.3.1] en fonction des syste mes de Kac des inclusions
‘‘verticale’’ et ‘‘horizontale’’.
8.1. Le syste me de Kac dual associe a l ’inclusion diagonale late rale
M0, 1 /M1, 2 . Pour cette inclusion irre ductible de profondeur 2, on
reprend les re sultats de 2 en adoptant les notations suivantes: kd est
l’espace standard de D2, 3 , ?~ d la repre sentation de M$0, 1 & M3, 4 sur kd , Jd
et J d les isome tries anti-line aires de kd et | l’unitaire de JdJ d [2.2].
D’apre s 5.1, l’alge bre D2, 3 admet la famille [bp:i , p=1, ..., nb , i=
1, ..., na] comme base orthonormale; comme j1, 2 est la co-involution de
D2, 3 , cette alge bre admet aussi comme base la famille [ j1, 2(:i) /(bp),
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p=1, ..., nb , i=1, ..., na] alors, si U l’unitaire multiplicatif associe a l’inclu-
sion M0, 1 /M1, 2 , d’apre s 2.6.4(ii) et 2.6.5, on a:
U =nd :
nb , na
p, i=1
?~ d[ED3, 4(/(bp*) j1, 2(:i*) e$b e"aebe$a)]?~ d ( j1, 1(bp) :i).
D’apre s 2.7, (kd , U , |) est un syste me de Kac et S(U ) est l’alge bre
(D2, 3 , 12, 3) tandis que S (U ) est l’alge bre (D3, 4 , 13, 4).
8.2. Le syste me de Kac T-biproduit croise de (ha , X, u) et (hb , Y, v).
8.2.1. De finition. Conside rons comme dans [B.S., 8.14], l’unitaire
multiplicatif Q:
Q=(Z*3, 4Y 2, 3Z3, 4)(Z*1, 2 X2, 3Z1, 2).
8.2.2. D’apre s [B.S., 8.14 et 15], on peut e noncer:
De finition. Le syste me (ha hb , Q, (uv) s*Z) est un syste me de
Kac appele biproduit croise de (ha , X, u) par (hb , Y, v) relativement a s*Z.
Nous l’appellerons pour faire court le s*Z-biproduit croise de (ha , X, u)
par (hb , Y, v) ou s*Z-biproduit croise de A et B.
8.2.3. La preuve de la proposition [B.S., 8.14] nous permet de
pre ciser:
Proposition. L’alge bre Ad Z(S(Q)) est le produit croise de S(X) par
l ’action a gauche #b de S(Y) de finie par l ’inversion T:
#b(x)=T(x1b) (x # S(X)).
L’alge bre Ad Z(S (Q)) est le produit croise de S(Y) par l ’action a droite #a
de S(X) de finie par l ’inversion T:
#a( y)=T(1a y) ( y # S(Y)).
Nous allons comparer le syste me de Kac biproduit croise relativement
a Z au syste me de Kac dual associe a l’inclusion ‘‘diagonale late rale’’
M0, 1 /M1, 2 en le repre sentant sur kd . Pour cela nous construisons un
unitaire K de hd sur kd .
8.3. Un unitaire K de hd sur kd .
8.3.1. L’unitaire Z b . Comme en 6.1.1, on de finit un unitaire Z b de
l’espace de Hilbert kb h a sur l’espace de Hilbert kd par:
Z b(G1, 3(b)F1, 2(:))=K1, 2(b:) (b # B2, 1 , : # A1, 3)
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Proposition. (i) Pour y # M$0, 3 & M3, 3 , Z b(?b( y)1a) Z b*=?~ d ( y).
(ii) Pour x # M$1, 1 & M1, 4 , Z b(1b ? a(x)) Z b*=|?~ d (u xu )|.
(iii) Soit [b p, p=1, ..., nb] une famille d ’unite s matricielles normalise es
de B2, 3 . Pour x # M$1, 1 & M1, 4 ,
Z b*?~ d (x) Z b= :
nb
p, q=1
?b[b pe$b b q*]? a[E a(b p*xb q)].
De monstration. (i) se de montre comme 6.1.2.
(ii) Cette assertion est l’analogue de 6.1.4, nous allons la de montrer
direction car 6.1.3 n’a pas d’analogue dans ce cadre.
Si : # A1, 3 et b # B2, 3 , on a:
Z b(1b ? a(u xu )) Z b*K1, 2(b:)=naK1, 2(bEA1, 3(ea:j1, 2(x))) [2.5]
Comme ea:j1, 2(x) est un e le ment de M$0, 1 & M1, 3 , on peut e crire d’apre s
5.2(iv):
EA1, 3(ea :j1, 2(x))=ED2, 3(ea:j1, 2(x)).
On a alors:
Z b(1b ? a(uxu)) Z b*K1, 2(b:)=naK1, 2(ED2, 3(bea:j1, 2(x)))
=naK1, 2(ED2, 3(eab:j1, 2(x))) (b # B2, 3)
=na|K1, 2(ED2, 3(xj1, 2(b:) e"a)) [2.2].
Comme xj1, 2(b:) e"a # M2, 4 , on a:
na K1, 2(ED2, 3(xj1, 2(b:) e"a))=nd K1, 2(ED2, 3(xj1, 2(b:) e"ae$b)).
On obtient alors (ii) en appliquant 2.2, 2.2.3(viii) pour u et 2.2.2.
(iii) se de montre comme 6.1.5.
8.3.2. On pose Gb=HJ b . K est l’unitaire J dZ b(Gb Fa) Zb* de hd
sur kd .
Pour a # A1, 2 et b # B2, 1 , on a:
KK1, 1(ba)=na?~ d[bEA1, 3( j1, 2(a) e$ae"a)]=na?~ d[bEA1, 3(ae$aea)].
La premie re e galite re sulte de 2.5, 3.4.2, 8.3.1 et 2.2. La deuxie me
demande d’utiliser la de finition de l’espe rance conditionnelle, l’invariance
de la trace par j1, 2 et 2.2.3(v) pour la tour des commutants.
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8.3.3. Proposition. (i) Pour y # B2, 1 , Ad K(?d ( y))=?~ d ( y).
(ii) Pour y # B3, 1 , Ad K(?d ( y))=|?~ d[v/( y)v] |.
De monstration. (i) re sulte d’un calcul direct utilisant 8.3.1, 3.4.2 et
2.2.3(vi).
(ii) Pour y # B3, 1 , on a:
Ad K(?d ( y))=Ad[J dZ b]( j2, 2(vy*v))=Ad J d?~ d (vj2, 2( y*)v).
E crivons 2.2.3(viii) dans sa version relative a la tour des commutants
[2.3], pour j2, 2( y*) # B3, 3 et la base [ j2, 3(/(;k*)), k=1, ...nb]:
vj2, 2( y*) v= :
nb
k=1
j2, 3/(;k*) eb j2, 3 j2, 2( y*) j2, 3 /(;k).
Gra^ce a 2.2.3(vi), on obtient:
Ad K(?d ( y))=|?~ d _ :
nb
k=1
/(;k) eb j2, 2( y) /(;k*)& |.
On conclut gra^ce a 2.2.3(viii) et 2.3 applique a l’e le ment y de D3, 4 .
8.3.4. Proposition. (i) Pour x # A1, 2 ,
Ad K(?d (x))=|?~ d ( j2, 3 j1, 2(x)) |.
(ii) Pour x # A1, 3 , Ad K(?d (x))=?~ d (x).
De monstration. D’apre s 6.1.5, pour x # M$0, 1 & M1, 3 , on a:
Zb*?d (x) Zb= :
nb
p, q=1
?b[bpe$b bq*]?a[Ea(bp*xbq)].
Alors, gra^ce a 2.5, 3.4.2, et 8.3.1, comme [ j1, 2(bp*), p=1, ..., nb] est une
famille d’unite s matricielles normalise es de B2, 3 , on obtient:
Ad[(Gb Fa) Zb*](?d (x))=Ad Z b*[?~ d ( j1, 2(x*))].
On conclut a l’aide de 2.2.3(vi).
8.3.5. Proposition. (i) Pour x # A$1, 2 ,
Ad(KZb)(1b?a(x))=?~ d ( j2, 3 j1, 2(uxu)).
(ii) Pour y # B3, 1 , Ad(KZa)(1a ?b( y))=?~ d (/( y)).
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De monstration. (i) Si x # A$1, 2 , alors uj1, 2(x*) u est un e le ment de
D3, 4 . L’e galite re sulte donc de 8.3.1, de 2.2.2 et de 2.2.3(vi).
(ii) Si y # B3, 1 , 6.1.4(ii), 3.4.1(ii), 8.3.3, 2.2.3(viii) pour v et 8.3.4
donnent:
Ad(KZa)(1a ?b( y))
=|?~ d _ :
na , nb
r, k=1
j2, 3 j1, 2(ar) /(;k) eb j2, 3(/( y)) /(;k*) e$a j2, 3 j1, 2(ar*)&|.
Comme [ j2, 3 j1, 2(ar) /(;k), r=1, ..., na , k=1, ..., nb] est une base de
PimsnerPopa de D3, 4 , la formule (ii) re sulte alors 2.2.3(viii) pour |.
8.4. Repre sentation du syste me de Kac biproduit croise dans le carrelage.
Proposition. Le syste me de Kac (kd , U , w) est l ’image par l ’unitaire
KZa du syste me (ha hb , Q, (uv) s*Z), le s*Z-biproduit croise de
(ha , X, u) par (hb , Y, v).
De monstration. Montrons d’abord que Ad[KZa KZa](Q)=U .
Ad[KZa KZa](Q)
=Ad(KK)[Ad(Za Zb)(Y 2, 3) Ad(Zb Za)(X2, 3)].
Compte tenu de la de finition des unitaires multiplicatifs X et Y et des
proprie te s de l’isomorphisme K, on obtient donc:
Ad[KZa KZa](Q)=nd :
na, nb
i, p=1
?~ d (di, p)?~ d ( j1, 1(bp) :i)
ou di, p=/b(EB3, 1(bp*e$beb)) j2, 3 j1, 2 j1, 1(EA1, 2(e$aea :i*)).
Calculons di, p , d’apre s [Da, 2.2.1(i)], 3.4.1, 3.4.2 et 3.4.3, on peut e crire:
j2, 3 j1, 2 j1, 1(EA1, 2(e$a ea: i*))
= j2, 3 j1, 3 j1, 2(EA1, 2(e$a ea :i*))
=/a[EA1, 4( j1, 2(:i*)) e"ae$a]
=EA3, 4[/a( j1, 2(: i*)) e"a e$a].
Comme le carre (M$0, 2 , M$1, 2 , M$0, 3 , M$1, 3) est commutatif et que /b(bp*) e$b eb
appartient a M$0, 3 & M3, 3 , gra^ce a 3.4.2, on obtient:
/b(EB3, 1(bp*e$beb))=EB3, 3(/b(bp*) e$b eb)=ED3, 4(/b(bp*) e$beb).
37SYSTE MES DE KAC
De me^me en conside rant les carre s (M$0, 1 , M$3, 1 , M$2, 2 , M$3, 2) et (M$1, 1 ,
M$1, 2 , M$2, 1 , M$2, 2), comme /a( j1, 2(:i*)) e"ae$a appartient a M$3, 1 & M3, 4 , on
obtient:
j2, 3 j1, 2 j1, 1(EA1, 2(e$a ea: i*))=ED3, 4[/a( j1, 2(:i*)) e"ae$a].
D’ou
di, p=ED3, 4(/b(bp*) e$beb) ED3, 4[/a( j1, 2(:i*)) e"ae$a].
Comme /b(bp*) e$beb appartient a M$0, 2 & M3, 4 et que /a( j1, 2(:i*)) e$a e"a
appartient a M$1, 1 & M3, 4 , la proprie te du carre commutatif (M$0, 1 , M$1, 1 ,
M$0, 2 , M$1, 2) nous permet d’e crire di, p=ED3, 4[/b(bp*) e$beb/a( j1, 2(:i*)) e"a e$a].
Gra^ce a 3.4.1(iii) et les proprie te s de commutations des projecteurs, on
obtient finalement:
di, p=ED3, 4[/(bp*) j1, 2(:i*) e$be"aebe$a].
On conclut alors a l’e galite des unitaires multiplicatifs gra^ce a 8.1.
Montrons maintenant l’e galite |KZa=KZa(uv) s*Z. D’apre s 6.1.3,
il suffit de ve rifier l’e galite |K=Kw. D’apre s 8.3.2, pour a # A1, 2 et
b # B2, 1 , on a:
KwK1, 1(ba)
=KK1, 1( j1, 1(ba))
=na :
na, nb
s, p=1
tr( j1, 1(ba) as*bp*) ?~ d[bpEA1, 3( j1, 2(as) e$ae"a)]
=na :
na
s=1
?~ d[EB2, 1( j1, 1(ba) as*) EA1, 3( j1, 2(as) e$a e"a)]
=na :
na
s=1
?~ d[EB2, 1( j1, 1(ba) as*) EA1, 3(ase$ae"a)] [2.5(ii)]
=na ?~ d _ED2, 3 \ :
na
s=1
EB2, 1( j1, 1(ba) as*) as e$aea+& [5.2(ii)]
=na ?~ d[ED2, 3( j1, 1(a) j1, 1(b) e$a ea)] [5.2(i)]
=na ?~ d[ED2, 3( j1, 1(a) e$aea j1, 2(b))] [3.4.1]
=na ?~ d[EA1, 3( j1, 1(a) e$a ea) j1, 2(b)] [5.2(ii)]
=na ?~ d[EA1, 3(eae$aa) j1, 2(b)] [2.2.3(v), 2.3].
Et on conclut gra^ce a 8.3.2 et a 2.2.
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8.5. Les inclusions diagonales late rales.
8.5.1. De 8.1, 8.2.3 et 8.4, nous de duisons le corollaire suivant:
Corollaire 1. M1, 2 est isomorphe au produit croise de M0, 1 par une
action exte rieure du produit croise de S(X) par l ’action a gauche #b de S(Y).
M2, 3 est isomorphe au produit croise de M1, 2 par une action exte rieure du
produit croise de S(Y) par l ’action a droite #a de S(X).
Nous obtenons des re sultats analogues pour les inclusions M1, 0 /M2, 1
et M2, 1 /M3, 2 en e changeant les lignes et les colonnes et Z en Z*. Comme
D3, 2 est isomorphe a D3, 4 par j2, 1 j2, 2 , nous avons aussi:
Corollaire 2. M2, 1 est isomorphe au produit croise de M1, 0 par
une action exte rieure du produit croise de S(Y) par l ’action a droite #a
de S(X).
8.5.2. Plus ge ne ralement les corollaires pre ce dents s’expriment ainsi:
The ore me. Soit une inclusion irre ductible K/L d ’indice fini de facteurs
de type II1 telle que L soit l ’alge bre de von Neumann engendre e par les fac-
teurs interme diaires M et N respectivement isomorphes aux produits croise s
de K par les alge bres de Kac A et B. Notons KA l ’alge bre des points fixes
de K sous l ’action de A. Si l ’indice [L : K] est le produit des dimensions
de A et B et que les supports des co-unite s de A et B repre sente es dans K
commutent, il existe une inversion T sur A et B, une action a gauche #b de
B sur A et une action a droite #a de A sur B:
#b(x)=T(x1b) (x # A) et #a( y)=T(1a y) ( y # B)
telles que M (resp. N) soit isomorphe au produit croise de KB (resp. KA) par
une action exte rieure du produit croise de A (resp. B) par l ’action #b (resp.
de #a) de B (resp. A).
8.6. Exemple. D’apre s 8.5.1 et [B.S., 8.22], dans le cas particulier des
groupes, on obtient que P < A est isomorphe au produit croise de PB par
une action exte rieure du produit croise de L(A) par l’action par transla-
tion a gauche de B sur D"B. L’inclusion PB/P < A est encore e tudie e dans
les articles [B.H., H.Sz., I.K.].
On peut dire aussi que (PL(GB)) < D est le produit croise de P < A
par une action exte rieure du produit croise de L(B) par l’action par
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translation a droite de A sur A"D car d’apre s [S.W., 5; Sano, 3], le carre
C2, 3 dans ce cas est
P < A/ (PL(GB)) < A
& &
P < D/(PL(GB)) < D.
On trouve des re sultats analogues a ceux de [Sano, 3].
9. APPENDICE: ALGE BRES DE KAC ET
UNITAIRE MULTIPLICATIF
Dans cette partie, nous mettons en correspondance les objets de finis
diffe remment dans [E.S., B.S., E.N., Da]. Nous gardons les notations de
chaque article.
9.1. Diffe rentes dualite s. Comme dans [E.S.], on conside re une alge bre
de Kac A, on note A l’alge bre de von Neumann sous-jacente, 1 son co-
produit et W l’unitaire fondamental de A [E.S., 2.4] (W # AA ), il en
re sulte, pour x # A, l’e galite :
1(x)=W(1x) W*
Le co-produit 1 de l’alge bre duale A [E.S., 3.7.4] est donne par:
1 (x)=_W*(x1) W_ (x # A ).
Conside rons maintenant, comme dans [B.S.], l’unitaire multiplicatif
X=W*, a X sont associe es en dimension finie, deux alge bres de Kac S(X)
et S (X) [2.7]. Gra^ce a la remarque 3.11(a) de [B.S.], on obtient les rela-
tions suivantes:
K=S(X)=A " et K $=S (X)=A
ou bien L $=S(X) et L=(S (X))$"
Compte tenu de ces relations, les notions de produit croise par K selon
[E] et par (S(X), $) selon [B.S.] co@ ncident.
9.2. Inclusion de profondeur 2 et action d ’alge bre de Kac. On a montre
sous de hypothe ses plus ou moins ge ne rales [Sz, Da, L, E.N.] que si
M0 /M1 est une inclusion irre ductible de facteurs de profondeur 2, alors
il existe une alge bre de Kac K et une action exte rieure $ de K sur M0 telles
que l’inclusion soit isomorphe a l’inclusion de $(M0) dans le produit croise
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de M0 par l’action exte rieure $ de K. Nous faisons ici le lien entre la
construction de [E.N.] et celle de [Da].
Dans [E.N.], il est associe a une inclusion de profondeur 2 un unitaire
multiplicatif W et deux alge bres de Hopf (S(W), 11) et (S (W), 1 1). Gra^ce
a [Da, 5.2.35.3; E.N., 8.10; B.S., 6.26.8; E.S., 6.8], pour l’inclusion
M1, 0 /M1, 1 , on peut affirmer que (S(W), 11) est l’image par Ad u de
(A1, 2 , 11, 2) en effet, pour x # A1, 2 et W =_(1u) W(1u) _, on a:
11, 2(x)=(Ad u1a)(#1, 2( j1, 1(x)))=W *(1a x) W .
Appliquons ce re sultat a M1, 1 /M1, 2 , nous obtenons, gra^ce a [E.N., 8.3],
que l’alge bre (A1, 3 , 1a) est isomorphe a l’image par Ad u de (A$1, 3 , 1 1).
Dans [E.N., 11.6 et 7], il suffit de conside rer l’isomorphisme
Ad(11, 1 u) _U*1] pour exprimer M1, 2 comme le produit croise de M1, 1
par une action de (A1, 3 , 1a) et M1, 0 comme l’alge bre des points fixes sous
cette me^me action. On retrouve la Proposition 5.7.1 et le The ore me 5.7.2 de
[Da], ce dernier the ore me devait s’e crire:
Soient M un facteur de type II1 , tr sa trace normale, finie, fide le et
normalise e et N un sous-facteur d’indice fini dans M. Si l’inclusion de N
dans M est irre ductible de profondeur 2 et que K $ soit l’alge bre de Kac
(M$ & M2 , %#2 #1 , #1 , tr), M est isomorphe au produit croise de N par une
action de K.
D’apre s ce qui pre ce de, l’alge bre K est l’alge bre (A1, 2 , 11, 2 , j1, 1 , tr) si K $
est l’alge bre (A1, 3 , 11, 3 , j1, 2 , tr).
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